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Abstract

Suppose G is a graph, where G = {V (G), E(G)}. Graceful coloring is defined by c :
V (G) → {1, 2, ..., k} which induces a proper edge coloring c′ : E(G) → {1, 2, ..., k − 1}
defined by c′(xy) = |c(x) − c(y)|, where k ≥ 2, k ∈ N . Coloring is said to be graceful if
these 3 conditions are satisfied, namely the proper vertex color, the proper edge color, and
the edge color, which are the absolute difference between the color of the accident vertex.
The subgraph H on that graceful coloring is smaller than the G. Furthermore, one of the
subgraphs in the unicyclic graph family is a cycle graph. The graceful chromatic number on
a graph denoted by χg(G), is the optimum number of graceful colors from graph G. This
research aims to find graceful chromatic numbers in the unicyclic graph family, namely bull
graphs, net graphs, cricket graphs, caveman graphs, peach graphs, and flowerpot graphs.
The results of this study indicate that χg(Cl) ≥ 4, where Cl is a unicyclic graphs.
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Pendahuluan

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan titik (V ) dan himpunan sisi (E)
dimana V merupakan himpunan titik tak kosong dan E merupakan himpunan sisi yang
didapat dari pasangan tak terurut dua titik v1, v2 dimana v1, v2 ∈ V (G) [9]. Salah satu
pembahasan khusus dalam teori graf adalah pewarnaan graf. Pewarnaan pada suatu graf G
dibagi menjadi tiga macam, yaitu pewarnaan pada tiitk, pewarnaan pada sisi, dan pewarnaan
pada daerah. Pewarnaan titik pada grafG adalah suatu cara mewarnai pada titikG sehingga
titik yang berdekatan diberi warna yang berbeda. Jumlah minimum warna yang dibutuhkan
untuk pewarnaan titik G adalah bilangan kromatiknya, χ(G). Demikian pula, pewarnaan
sisi pada graf G adalah suatu cara mewarnai sisi G sehingga sisi yang berdekatan diberi
warna yang berbeda. Jumlah minimum warna yang dibutuhkan untuk pewarnaan sisi G
adalah indeks kromatiknya, χ′(G) [4].

Topik pewarnaan dalam teori graf ada banyak. Beberapa hasil dari pewarnaan su-
atu graf dapat dilihat di [1] [2] [6]. Salah satu topik pewarnaan adalah pewarnaan grace-
ful. Topik ini merupakan perkembangan dari pelabelan graceful. Pelabelan graceful G
adalah fungsi injektif f : V (G) → {0, 1, ..., m} yang menghasilkan fungsi bijektif f0
: E(G) → {1, 2, ..., m} didefinisikan dengan f0 (uv) = |f(u) − f(v)|. Pewarnaan
k-graceful adalah pewarnaan titik dimana f : V (G) → {1, 2, ..., k}, dengan k ≥ 2
yang menginduksi pewarnaan sisi dimana f0 : E(G) → {1, 2, ..., k − 1} didefinisikan
f0(uv) = |f(u) − f(v)| [3]. Menurut Mincu dkk (2019) pewarnaan k-graceful dari graf
terhubung yang tidak berarah G adalah pewarnaan titik yang menggunakan k warna yang
menginduksi pewarnaan sisi, di mana warna untuk sisi (u, v) adalah nilai absolut dari
selisih antara warna pada titik yang bersinggungan dengan sisi tersebut [8]. Pewarnaan
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titik didefinisikan c : V (G) → {1, 2, ..., k}, k ≥ 2 dari graf G disebut pewarnaan grace-
ful jika pewarnaan sisi yang diinduksi c′ : E(G) → {1, 2, ..., k − 1} didefinisikan oleh
c′(uv) = |c(u)− c(v)| untuk setiap sisi uv dari G juga proper. Bilangan bulat minimum k
pada graf tersebut adalah bilangan kromatik graceful χg(G) [5].

Graf unicyclic merupakan graf yang hanya memiliki satu siklus. Graf ini juga dapat
diperoleh dari graf pohon yang ditambahkan dengan sisi baru [10]. Graf unicyclic memiliki
n titik dan m sisi, dimana jumlah titik dan jumlah sisi pada graf unicyclic berjumlah sama.
Graf ini dinotasikan dengan Cl, dimana l merupakan panjang dari graf unicyclic [7].

Penelitian ini telah dilakukan oleh English dan Zhang [5] yang menemukan bilangan
kromatik graceful pada graf pohon. Selanjutnya Alfarisi, dkk [3] menemukan bilangan
kromatik graceful pada keluarga graf unicyclic (graf tadpole, graf pan, dan graf sun). Se-
lanjutnya Mincu, dkk [8] juga telah menemukan bilangan kromatik graceful pada beberapa
kelas graf khusus.

Lemma yang Digunakan

Lemma 1 dan Proposisi 1 digunakan untuk membantu proses penurunan batas bawah.
Dalam pembuktian teorema pewarnaan graceful pada keluarga graf unicyclic diperlukan
Lemma dan Proposisi sebagai berikut:

Lemma 1. Jika H adalah subgraf dari graf (G), maka χg(G) ≥ χg(H) [4].

Jika G merupakan graf terhubung nontrivial dengan order lebih dari sama dengan 3,
maka χg(Cn) = 4, untuk n 6= 5 dan χg(Cn) = 5, untuk n = 5 [4].

Hasil Penelitian

Penelitian ini menghasilkan enam teorema bilangan kromatik pewarnaan graceful pada
keluarga graf unicyclic yaitu graf bull B3,m, graf net N3,m, graf cricket Crm,n, graf cave-
man Cn,m, graf peach Cm

n , dan graf flowerpot CnSm. Bilangan kromatik graceful pada
graf bull B3,m dengan m ≥ 2 adalah 4. Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik
graceful pada graf bull B3,m adalah χg(B3,m) = 4, perlu dibuktikan menggunakan batas
bawah χg(B3,m) ≥ 4 dan batas atas χg(B3,m) ≤ 4. Akan dibuktikan bahwa batas bawah
dari bilangan kromatik graceful pada graf bull B3,m adalah χg(B3,m) ≥ 4. Graf C3 meru-
pakan subgraf dari graf B3,m, sedemikian hingga berdasarkan Lemma 1 dan Proposisi 1,
maka χg(B3,m) ≥ χg(C3) = 4.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa batas atas dari bilangan kromatik graceful pada
graf bull B3,m adalah χg(B3,m) ≤ 4. Pewarnaan proper titik didefinisikan f : V (B3,m)→
{1, 2, 3, 4} diberikan oleh:

f(v) =


1, untuk v ∈ {x1j , j ≡ 1 (mod 4)} dan {x3j , j ≡ 3 (mod 4)}
2, untuk v ∈ {x1j , j ≡ 2 (mod 4)} dan {x3j , j ≡ 2 (mod 4)}
3, untuk v ∈ {x1j , j ≡ 0 (mod 4)} dan {x3j , j ≡ 0 (mod 4)} dan {x21}
4, untuk v ∈ {x1j , j ≡ 3 (mod 4)} dan {x3j , j ≡ 1 (mod 4)}

Jadi warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi1 6= xi+1,1 ; x1j 6= x1,j+1

; dan x3j 6= x3,j+1.
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Dapat dilihat bahwa fungsi f juga menginduksi pewarnaan sisi dari graf bull B3,m,
f : E(B3,m)→ {1, 2, 3} diberikan oleh:

f(e) =



1, untuk e ∈ {x1jx1,j+1, j ≡ 1 (mod 2)} dan {x3,j , x3,j+1, j ≡ 0 (mod 2)} dan
{x21x31}

2, untuk e ∈ {x1jx1,j+1, j ≡ 0 (mod 2)} dan {x3jx3,j+1, j ≡ 1 (mod 2)} dan
{x11x21}

3, untuk e ∈ {x11x31}

Jadi warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi1xi+1,1 6= xi+1,1xi+2,1

; x1jx1,j+1 6= x1,j+1x1,j+2 ; dan x3jx3,j+1 6= x3,j+1x3,j+2. �
Bilangan kromatik graceful pada graf net N3,m, untuk m ≥ 2 adalah 5. Untuk membuk-
tikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf net N3,m adalah χg(N3,m) = 5, perlu
dibuktikan menggunakan batas bawah χg(N3,m) ≥ 5 dan batas atas χg(N3,m) ≤ 5. Akan
dibuktikan bahwa batas bawah dari bilangan kromatik graceful pada graf net N3,m adalah
χg(N3,m) ≥ 5. Asumsikan bahwa χg(N3,m) < 5. Ambil χg(N3,m) = 4. Jika graf N3,m

diwarnai dengan empat warna, maka terdapat empat kemungkinan sebagai berikut:

a. Jika x11, x21, x31 ∈ V (G) diberi warna {1, 2, 3} sedemikian hingga c(x11) = 1, c(x21) =
2, c(x31) = 3 ∈ V (G) maka sisi x11x21, x21x31, x31x11 ∈ E(G) memiliki c′(x11x21) =
c′(x21x31) = c′(x31x11) = 1. Hal ini kontradiksi karena tidak memenuhi definisi
perwanaan graceful (sisi yang bertetangga mempunyai warna yang sama).

b. Jika x11, x21, x31 ∈ V (G) diberi warna {2, 3, 4} sedemikian hingga c(x11) = 2, c(x21) =
3, c(x31) = 4 maka sisi pada x11x21, x21x31, x31x11 ∈ E(G) memiliki c′(x11x21) =
c′(x21x31) = c′(x31x11) = 1. Hal ini kontradiksi karena tidak memenuhi definisi
perwanaan graceful (sisi yang bertetangga mempunyai warna yang sama).

c. Jika x11, x21, x31 ∈ V (G) diberi warna {1, 2, 4} sedemikian hingga c(x11) = 1,
c(x21) = 2, c(x31) = 4 maka sisi pada x11x21, x21x31, x31x11 ∈ E(G) memiliki
c′(x11x21) = 1, c′(x21x31) = 2, c′(x31x11) = 3 akan tetapi terdapat x21x22 ∈
E(G) dimana c′(x21x11) = 1, c′(x21x31) = 2 sehingga c′(x21x22) = 3. Karena
c′(x21x22) = 3 dan x21 = 2, maka
c′(x21x22) = |c(x21)− c(x22)|, dimana

|x| =
{

x untuk x ≥ 0
−x untuk x < 0

untuk x ≥ 0, maka

c′(x21x22) = |c(x21)− c(x22)|
3 = |2− c(x22)|
3 = 2− c(x22)

c(x22) = 2− 3

c(x22) = −1

sehingga tidak digunakan karena warna sisinya bukan bilangan asli (tidak memenuhi
definisi pewarnaan graceful).
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untuk x < 0, maka

c′(x21x22) = |c(x21)− c(x22)|
3 = |2− c(x22)|
3 = (−2) + c(x22)

c(x22) = 3 + 2

c(x22) = 5

Jadi yang diambil adalah c(x22) = 5, karena memenuhi definisi pewarnaan graceful,
akan tetapi kontradiksi dengan asumsi awal.

d. Jika x11, x21, x31 ∈ V (G) diberi warna {1, 3, 4} sedemikian hingga c(x11) = 1,
c(x21) = 3, c(x31) = 4 maka sisi pada x11x21, x21x31, x31x11 ∈ E(G) memiliki
c′(x11x21) = 2, c′(x21x31) = 1, c′(x31x11) = 3 akan tetapi terdapat x21x22 ∈
E(G) dimana c′(x21x11) = 2, c′(x21x31) = 1 sehingga c′(x21x22) = 3. Karena
c′(x21x22) = 3 dan x21 = 3, maka
c′(x21x22) = |c(x21)− c(x22)|, dimana

|x| =
{

x untuk x ≥ 0
−x untuk x < 0

untuk x ≥ 0, maka

c′(x21x22) = |c(x21)− c(x22)|
3 = |3− c(x22)|
3 = 3− c(x22)

c(x22) = 3− 3

c(x22) = 0

sehingga tidak digunakan karena warna sisinya bukan bilangan asli (tidak memenuhi
definisi pewarnaan graceful).
untuk x < 0, maka

c′(x21x22) = |c(x21)− c(x22)|
3 = | 3 −c(x22)|

3 = (−3) + c(x22)

c(x22) = 3 + 3

c(x22) = 6

Jadi yang diambil adalah c(x22) = 6, karena memenuhi definisi pewarnaan graceful,
akan tetapi kontradiksi dengan asumsi awal.

Sehingga asumsi awal salah, jadi batas bawah dari bilangan kromatik graceful graf netN3,m

adalah χg(N3,m) ≥ 5.
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Selanjutnya akan buktikan bahwa batas atas dari bilangan kromatik graceful pada graf
net N3,m adalah χg(N3,m) ≤ 5. Pewarnaan proper titik didefinisikan f : V (N3,m) →
{1, 2, 3, 4, 5} diberikan oleh:

f(v) =



1, untuk v ∈ {x3,j , j ≡ 2 (mod 4)}
2, untuk v ∈ {x1,j , j ≡ 1 (mod 4)} dan {x2,j , j ≡ 3 (mod 4)} dan {x3,j ,

j ≡ 3 (mod 4)}
3, untuk v ∈ {x1,j , j ≡ 2 (mod 4)} dan {x2,j , j ≡ 2 (mod 4)}
4, untuk v ∈ {x1,j , j ≡ 0 (mod 4)} dan {x2,j , j ≡ 0 (mod 4)} dan {x3,j ,

j ≡ 1 (mod 4)}
5, untuk v ∈ {x1,j , j ≡ 3 (mod 4)} dan {x2,j , j ≡ 1 (mod 4)} dan {x3,j ,

j ≡ 0 (mod 4)}

Jadi warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi1 6= xi+1,1 ; x1j 6= x1,j+1

; x2j 6= x2,j+1 ; dan x3j 6= x3,j+1.
Dapat dilihat bahwa fungsi f juga menginduksi pewarnaan sisi dariN3,m, f : E(N3,m)→

{1, 2, 3} diberikan oleh:

f(e) =



1, untuk e ∈ {x1j , x1,j+1, j ≡ 1 (mod 2)} dan {x2jx2,j+1, j ≡ 0 (mod 2)} dan
{x3jx3,j+1, j ≡ 0 (mod 2)} dan {x2,1x3,1}

2, untuk e ∈ {x1jx1,j+1, j ≡ 0 (mod 2)} dan {x2jx2,j+1, j ≡ 1 (mod 2)} dan
{x11x21}

3, untuk e ∈ {x3jx3,j+1, j ≡ 1 (mod 2)} dan {x11x31}

Jadi warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi1xi+1,1 6= xi+1,1xi+2,1

; x1jx1,j+1 6= x1,j+1x1,j+2 ; x2jx2,j+1 6= x2,j+1x2,j+2 ; dan x3jx3,j+1 6= x3,j+1x3,j+2.
� Bilangan kromatik graceful pada graf cricket Crn,m, untuk n ≥ 3 dan m ≥ 2 adalah
5. Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf cricket Crn,m adalah
χg(Crn,m) = 5, perlu dibuktikan menggunakan batas bawah χg(Crn,m) ≥ 5 dan batas
atas χg(Crn,m) ≤ 5. Akan dibuktikan bahwa batas bawah dari bilangan kromatik graceful
pada graf cricket Crn,m adalah χg(Crn,m) ≥ 5.
Kasus 1. Graf Cn merupakan subgraf dari graf Crn,m, sedemikian hingga berdasarkan
Lemma 1 dan Proposisi 1, maka χg(Crn,m) ≥ χg(Cn) = 5, untuk n = 5.
Kasus 2. Untuk n 6= 5, asumsikan bahwa χg(Crn,m) < 5. Ambil χg(Crn,m) = 4, graf
Crn,m diwarnai dengan empat warna. Ambil titik yang berderajat 4, yaitu x1. x1 memiliki
sisi x1x2, x1xn, x1y11, x1y21 ∈ E(G). Setiap sisi yang berkaitan dengan x1 disyaratkan
memiliki warna yang minimum dan berbeda. Sedemikian hingga c′(E(G)) = {1, 2, 3, 4},
sehingga memiliki kemungkinan :
c′ = 1→ c = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)}
c′ = 2→ c = {(1, 3), (2, 4)}
c′ = 3→ c = {(1, 4)}
c′ = 4, maka

c′(x) = |c(x)− c(y)|
4 = |c(x)− c(y)|

c(x) = 4 + c(y)

c(x) > 4
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Ambil x1 sebagai titik pelekatan antara graf lingkaran dan graf lintasan, sedemikian hingga
terdapat x1x2, x1xn, x1y11, x1y21 ∈ E(G). Pilih c(y11) = 1 dan c′(x1y11) = 4, maka
c′(x1y11) = |c(y11)− c(x1)|, dimana

|x| =
{

x untuk x ≥ 0
−x untuk x < 0

untuk x ≥ 0, maka

c′(x1y11) = |c(y11)− c(x1)|
4 = |1− c(x1)|
4 = 1− c(x1)

c(x1) = 1− 4

c(x1) = −3

sehingga tidak digunakan karena warna sisinya bukan bilangan asli (tidak memenuhi defin-
isi pewarnaan graceful).
untuk x < 0, maka

c′(x1y11) = |c(y11)− c(x1)|
4 = |1− c(x1)|
4 = −1 + c(x1)

c(x1) = 4 + 11

c(x1) = 5

Jadi yang diambil adalah c(x1) = 5, karena memenuhi definisi pewarnaan graceful, akan
tetapi kontradiksi dengan asumsi awal.
Sehingga asumsi awal salah, jadi batas bawah dari bilangan kromatik graceful graf cricket
Crn,m adalah χg(Crn,m) ≥ 5.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa batas atas dari bilangan kromatik graceful pada
graf cricket Crn,m adalah χg(Crn,m) ≤ 5. Pewarnaan proper titik didefinisikan f :
V (Crn,m)→ {1, 2, 3, 4, 5} diberikan oleh:

f(v) =



1, untuk v ∈ {y1j, j ≡ 1 (mod 4)} dan {y2j, j ≡ 0 (mod 4)}
2, untuk v ∈ {xi, i ≡ 3 (mod 4)} dan {y1j, j ≡ 2 (mod 4)} dan {y2j,

j ≡ 1 (mod 4)}
3, untuk v ∈ {xi, i ≡ 0 (mod 4)} dan {y1j, j ≡ 0 (mod 4)} dan {y2j,

j ≡ 3 (mod 4)}
4, untuk v ∈ {xi, i ≡ 2 (mod 4)} dan {y1j, j ≡ 3 (mod 4)} dan {y2j,

j ≡ 2 (mod 4)}
5, untuk v ∈ {xi, i ≡ 1 (mod 4)}

Jadi warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi 6= xi+1 ; y1j 6= y1,j+1 ;
dan y2j 6= y2,j+1.

Dapat dilihat bahwa fungsi f juga menginduksi pewarnaan sisi dariCrn,m, f : E(Crn,m)→
{1, 2, 3, 4} diberikan oleh:
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f(e) =



1, untuk e ∈ {xi, xi+1, i ≡ 1 (mod 2)} dan {y1,jy1,j+1, j ≡ 1 (mod 2)} dan
{y2,jy2,j+1, j ≡ 0 (mod 2)}

2, untuk e ∈ {xi, xi+1, i ≡ 0 (mod 2)} dan {y1,jy1,j+1, j ≡ 0 (mod 2)} dan
{y2,jy2,j+1, j ≡ 1 (mod 2)}

3, untuk e ∈ {x1y2,j}
4, untuk e ∈ {x1y1,j}

Jadi warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi, xi+1 6= xi+1, xi+2 ;
y1,jy1,j+1 6= y1,j+1y1,j+2 ; dan y2,jy2,j+1 6= y2,j+1y2,j+2. �

Bilangan kromatik graceful pada graf caveman C(n,m), untuk n,m ≥ 3 adalah 4.
Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf caveman C(n,m) adalah
χg(C(n,m)) = 4, perlu dibuktikan menggunakan batas bawah χg(C(n,m)) ≥ 4 dan batas
atas χg(C(n,m)) ≤ 4. Akan dibuktikan bahwa batas bawah dari bilangan kromatik graceful
pada graf caveman C(n,m) adalah χg(C(n,m)) ≥ 4. Graf Cn merupakan subgraf dari graf
C(n,m), sedemikian hingga berdasarkan Lemma 1 dan Proposisi 1, maka χg(C(n,m)) ≥
χg(Cn) = 4.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa batas atas dari bilangan kromatik graceful pada
graf caveman C(n,m) adalah χg(C(n,m)) ≤ 4. Pewarnaan proper titik didefinisikan f :
V (C(n,3))→ {1, 2, 3, 4} diberikan oleh:

f(v) =


1, untuk v ∈ {xi1, i ≡ 1 (mod 2)} dan {xi2, i ≡ 0 (mod 2)}
2, untuk v ∈ {xi3, i ≡ 1 (mod 2)}
3, untuk v ∈ {xi1, i ≡ 0 (mod 2)} dan {xi2, i ≡ 1 (mod 2)}
4, untuk v ∈ {xi3, i ≡ 0 (mod 2)}

Jadi warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat dilihat pada {xi1 6= xi3 ; xi1 6= xi2
; xi3 6= xi+1,1.

Dapat dilihat bahwa fungsi f juga menginduksi pewarnaan sisi dariC(n,m), f : E(C(n,3))→
{1, 2, 3} diberikan oleh:

f(e) =


1, untuk e ∈ {xi1xi3}
2, untuk e ∈ {xi3xi+1,1}
3, untuk e ∈ {xi1xi+1,2}

Jadi warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi1xi3 6= xi1xi2 6= xi1xi+1,1.
�

Bilangan kromatik graceful pada graf peach Cm
n , untuk n ≥ 3 dan m ≥ 1 adalah

m + 3. Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf peach Cm
n

adalah χg(C
m
n ) = m + 3, perlu dibuktikan menggunakan batas bawah χg(C

m
n ) ≥ m + 3

dan batas atas χg(C
m
n ) ≤ m + 3. Akan dibuktikan bahwa batas bawah dari bilangan kro-

matik graceful pada graf peach Cm
n adalah χg(C

m
n ) ≥ m + 3. Misal xi merupakan graf

lingkaran, x1 merupakan titik pelekatan pendant pada graf lingkaran, yj merupakan pen-
dant dan yjx1 ∈ E(G). Asumsikan bahwa χg(C

m
n ) < m + 3. Ambil χg(C

m
n ) = m + 2,

warnai graf Cm
n dengan m+ 2 warna, sehingga

m+ 2 = c′

m+ 2 = |c(x1)− c(yj)|, dimana
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|x| =
{

x untuk x ≥ 0
−x untuk x < 0

untuk x ≥ 0, maka

m+ 2 = |c(x1)− c(yj)|
m+ 2 = c(x1)− c(yj)
c(x1) = c(yj) +m+ 2

c(x1) > m+ 2

sehingga tidak digunakan karena kontradiksi dengan asumsi awal.
untuk x < 0, maka

m+ 2 = |c(x1)− c(yj)|
m+ 2 = c(x1)− c(yj)
c(x1) = c(yj)− (m+ 2)

c(x1) > m+ 2

Ambil x1 sebagai titik pelekatan antara graf lingkaran dan graf lintasan, sedemikian hingga
terdapat x1yj ∈ E(G). Pilih c(y1) = 1 dan c′(y1x1) = m+ 2, maka
c′(y1x1) = |c(y1)− c(x1)|, dimana

|x| =
{

x untuk x ≥ 0
−x untuk x < 0

untuk x ≥ 0, maka

c′(y1x1) = |c(y1)− c(x1)|
m+ 2 = |1− c(x1)|
m+ 2 = 1− c(x1)
c(x1) = 1−m− 2

c(x1) = −1−m

sehingga tidak digunakan karena warna sisinya bukan bilangan asli (tidak memenuhi defin-
isi pewarnaan graceful)
untuk x < 0, maka

c′(y1x1) = |c(y1)− c(x1)|
m+ 2 = |1− c(x1)|
m+ 2 = −1 + c(x1)

c(x1) = m+ 2 + 1

c(x1) = m+ 3

Sehingga asumsi awal salah, jadi batas bawah dari bilangan kromatik graceful graf peach
Cm
n adalah χg(C

m
n ) ≥ m+ 3.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa batas atas dari bilangan kromatik graceful pada
graf peachCm

n adalah χg(C
m
n ) ≤ m+3. Pewarnaan proper titik didefinisikan f : V (C5

12)→
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} diberikan oleh:
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f(v) =



1, untuk v ∈ {xi, i ≡ 1 (mod 4)}
2, untuk v ∈ {xi, i ≡ 0 (mod 4)}
3, untuk v ∈ {xi, i ≡ 2 (mod 4)}
4, untuk v ∈ {xi, i ≡ 3 (mod 4)} dan {y1}
5, untuk v ∈ {y2}
6, untuk v ∈ {y3}
7, untuk v ∈ {y4}
8, untuk v ∈ {y5}

Jadi warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi 6= xi+ 1 dan x1 6= yj
Dapat dilihat bahwa fungsi f juga menginduksi pewarnaan sisi dariCm

n , f : E(C12
5)→

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} diberikan oleh:

f(e) =



1, untuk e ∈ {xi, xi+1, i ≡ 1 (mod 2)}
2, untuk e ∈ {xi, xi+1, i ≡ 0 (mod 2)}
3, untuk e ∈ {x1y1}
4, untuk e ∈ {x1y2}
5, untuk e ∈ {x1y3}
6, untuk e ∈ {x1y4}
7, untuk e ∈ {x1y5}

Jadi warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xixi+1 6= xi+1xi+2 dan
xixi+1 6= xixn 6= x1yj . �

Bilangan kromatik graceful pada graf flowerpot CnSm, untuk n,m ≥ 3 adalah m+2.
Untuk membuktikan bahwa bilangan kromatik graceful pada graf flowerpot CnSm adalah
χg(CnSm) = m + 2, perlu dibuktikan menggunakan batas bawah χg(CnSm) ≥ m + 2
dan batas atas χg(CnSm) ≤ m + 2. Akan dibuktikan bahwa batas bawah dari bilangan
kromatik graceful pada graf flowerpot CnSm adalah χg(CnSm) ≥ m+ 2. Misal xi meru-
pakan graf lingkaran, a merupakan titik pelekatan graf bintang, yj merupakan pendant dan
yja ∈ E(G). Asumsikan bahwa χg(CnSm) < m+ 2. Ambil χg(CnSm) = m+ 1, warnai
graf CnSm dengan m+ 1 warna, sehingga
m+ 1 = c′

m+ 1 = |c(a)− c(yj)|, dimana

|x| =
{

x untuk x ≥ 0
−x untuk x < 0

untuk x ≥ 0, maka

m+ 1 = |c(a)− c(yj)|
m+ 1 = c(a)− c(yj)
c(a) = m+ 1 + c(yj)

c(a) > m+ 1
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untuk x < 0, maka

m+ 1 = |c(a)− c(yj)|
m+ 1 = −c(a) + c(yj)

c(a) = c(yj)− (m+ 1)

c(a) > m+ 1

sehingga tidak digunakan karena kontradiksi dengan asumsi awal.
Ambil a sebagai titik pelekatan antara graf bintang dan sisi yang menghubungkan antara
graf lingkaran dan graf bintang, sedemikian hingga terdapat ayj ∈ E(G). Pilih c(y1) = 1
dan c′(ay1) = m+ 1, maka c′(ay1) = |c(y1)− c(a)|, dimana

|x| =
{

x untuk x ≥ 0
−x untuk x < 0

untuk x ≥ 0, maka

c′(ay1) = |c(y1)− c(a)|
m+ 1 = |c(y1)− c(a)|
m+ 1 = 1− c(a)
c(a) = 1−m− 1

c(a) = −m

sehingga tidak digunakan karena warna sisinya bukan bilangan asli (tidak memenuhi defin-
isi pewarnaan graceful)
untuk x < 0, maka

c′(ay1) = |c(y1)− c(a)|
m+ 1 = |c(y1)− c(a)|
m+ 1 = −1 + c(a)

c(a) = m+ 1 + 1

c(a) = m+ 2

Sehingga asumsi awal salah, jadi batas bawah dari bilangan kromatik graceful graf flower-
pot CnSm adalah χg(CnSm) ≥ m+ 2.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa batas atas dari bilangan kromatik graceful pada
graf flowerpot CnSm adalah χg(CnSm) ≤ m + 2. Pewarnaan proper titik didefinisikan
f : V (C8S7)→ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} diberikan oleh:

f(v) =



1, untuk v ∈ {xi, i ≡ 1 (mod 4)}
2, untuk v ∈ {xi, i ≡ 0 (mod 4)} dan {y7}
3, untuk v ∈ {xi, i ≡ 2 (mod 4)} dan {y6}
4, untuk v ∈ {xi, i ≡ 3 (mod 4)} dan {y5}
5, untuk v ∈ {y4}
6, untuk v ∈ {y3}
7, untuk v ∈ {y2}
8, untuk v ∈ {y1}
9, untuk v ∈ {a}
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Jadi warna setiap titik adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xi 6= xi+1 ; x1 6= a ;
dan a 6= yj .

Dapat dilihat bahwa fungsi f juga menginduksi pewarnaan sisi dariCnSm, f : E(C8S7)→
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} diberikan oleh:

f(e) =



1, untuk e ∈ {xixi,i+1, i ≡ 1 (mod 2)} dan {ay1}
2, untuk e ∈ {xixi,i+1, i ≡ 0 (mod 2)} dan {ay2}
3, untuk e ∈ {ay3}
4, untuk e ∈ {ay4}
5, untuk e ∈ {ay5}
6, untuk e ∈ {ay6}
7, untuk e ∈ {ay7}
8, untuk e ∈ {x1a}

Jadi warna setiap sisi adalah proper, hal ini dapat dilihat pada xixi+1 6= xi+1xi+2 dan
ayj 6= ayj+1 6= ... 6= aym. �

Kesimpulan

Pada penelitian ini telah ditemukan enam bilangan kromatik graceful pada keluarga
graf unicyclic, yaitu:

1. Bilangan kromatik graceful pada graf bull B3,m untuk m ≥ 2 adalah 4.

2. Bilangan kromatik graceful pada graf net N3,m, untuk m ≥ 2 adalah 5.

3. Bilangan kromatik graceful pada graf cricket Crn,m, untuk n ≥ 3 dan m ≥ 2 adalah
5.

4. Bilangan kromatik graceful pada graf caveman C(n,m), untuk n,m ≥ 3 adalah 4.

5. Bilangan kromatik graceful pada graf peach Cm
n , untuk n ≥ 3 dan m ≥ 1 adalah

m+ 3.

6. Bilangan kromatik graceful pada graf flowerpot CnSm, untuk n,m ≥ 3 adalahm+2.

Berdasarkan hasil penelitian mengenai pewarnaan graceful pada beberapa graf uni-
cyclic, maka peneliti memberikan saran kepada pembaca agar dapat

Masalah terbuka 1 Mengembangkan teori pewarnaan graceful pada keluarga graf lain-
nya, seperti keluarga graf roda, keluarga graf buku, dll.
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